BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY
ORSZAGOS DONTO, 2024. MARCIUS 9.

MEGOLDOKULCS és JAVITASI UTMUTATO

9. osztaly | 10. osztaly 11. osztaly | 12. osztaly
1. |BC BD 1. |AB D 1.
2. |AC ABCD 2. |BCDE BD 2.
3. 1A ACE 3. |CD ABC 3.
4. |ABCDE |C 4. |BC E 4.
5. |E DE 5. |BC ABC 5.
6. | ABCDE |CDE 6. | BCE ABC 6.
7. |ABCD ABC 7. |ABC ABC 7.
8. |AB ABC 8. | C ABCD 8.
9. |C ABC 9. |AE ABCE 9.
Max.| 131+16 pont | 132+16 pont | Max.| 129+16 pont | 132+16 pont | Max.

9. osztaly: CB meghosszabbitasara B-n tul vegylk fel azt az £ pontot, amelyre BE=4AK E B M

(1 pont). Ekkor CE=CB+BE =CK + KA=CA (2 pont). EKC ¢és ABC haromszogekben
CE=CA, CK=CB ¢és ezek altal kdzrezart ECA szdg kozos, igy e két haromszog egybe-
vago (3 pont). Ebbol kovetkezik, hogy EKC<«=ABC<«=90° (2 pont). Bevezetve a
KCM <« = MKC<« =« jeldlést (2 pont), adodik, hogy

MKE<«=90°—a=MEK< (2 pont) és igy ME = MK = MC (2 pont). K

Mindezek alapjan AK + BM = BE + BM = ME = CM , amit bizonyitani kellett (2 pont). 4
(Osszesen max. 16 pont)

10. osztaly: 1. megoldas: Hosszabbitsuk meg AM-et M-en tal X pontig ugy, hogy MX = MB (2 pont).
Ekkor BMX < cstcsszoge AMC< -nek, igy BMX < =60° (2 pont). Mivel BMX egyenlészari harom-
sz0g, alapon fekvo szogei egyenldk, és 1évén, hogy a csticsnal 1év6 szog 60°-o0s, ezért minden szoge 60°
(2 pont).

Eszrevehet6, hogy AM = AK + KM = BM + KM = MX + KM = KX (2 pont).
Osszehasonlitva AMC haromszdget KXB haromszdggel, azt talaljuk, hogy AM = KX, AMC< = KXB<
és MC = BX , vagyis két-két oldal és azok altal kozrezart szogek egyenldk (4 pont), igy AMC és KXB
haromszdgek egybevagok (2 pont) és ezaltal AC = KB, amit bizonyitani kellett (2 pont).

B

2. megoldas: Tiikrozzik B-t AM-re ¢és B tikorképe legyen Y (2 pont)! Ekkor

AMY << = AMB<=180°—-60°=120°, és MY = MB = MC (2 pont). Csakhogy

YMC<« = AMY < — AMC<=60° (1 pont). Mivel az YMC haromszogben MY = MC és

YMC«=60°, igy MYC minden szoge 60°-0s, a haromszog szabalyos (2 pont). Tehat
YC=MC=BM = AK (1 pont).

Megfigyelve, hogy AMC<t=MCY <, kovetkezik, hogy AM parhuzamos CY-nal (2 pont). B M
Mivel az AKYC négyszog két szemkdzti oldala, AK és YC parhuzamosak és egyenlok, ezért parale-

logramma (2 pont). Ebbdl viszont kdvetkezik, hogy AC=KY (1 pont), de a tiikkrozés miatt

KY = BK (2 pont), tehat BK = AC (1 pont).

(Osszesen max. 16 pont)




11. osztaly: A mértani és szamtani kozép kozti 0sszefiiggés, valamint a feladat adatai alapjan
2, g2 2 g2
c +d _ 4—a”-b 5 pOllt).
2

cdS|cd|= cd* <
Most kimutatjuk, hogy
4—a’ b

5 <(2+a)(2+D)

és ezzel a feladat 4llitasa igazolva lesz.
Egyenértéki atalakitasokat végziink:

4—a’ -b*
2
©0<a’+bh*+2ab+4(a+b)+4 &

& 0<(a+b) +2-(a+b)-2+22 <0< (a+b+2)° (4 pont)
Mivel egyenértéki atalakitasokkal igaz allitashoz jutottunk, igy cd <(2+a)(2+5b) (1 pont), és ezzel allitdsunkat igazol-
tuk. (Osszesen max. 16 pont)

< —a*-b*<
<(2+a)(2+b)=4-a" -b _8+4a+4b+2ab@(6p0nt)

12. osztaly: Egészitsiik ki az ACE haromszoget ACEG paralelogrammava gy, hogy GE parhuzamos AC-vel (2 pont)!
Mivel CE = AG, CF =AD, FCE<«=DAG«x=60° (3 pont), ezért a DAG haromszog egybevagd az FCE haromszoggel
(2 pont). Ebbdl kovetkezik, hogy DG =FE (2 pont). igy DE = AC + EF = GE + DG (2 pont), ami csak akkor lehetsé-
ges, ha G rajta van DE-n (2 pont). igy DE parhuzamos AC-vel (2 pont), ahonnan adddik, hogy BDE< =60° (1 pont).
Eltéré helyes megoldas ezzel aranyosan pontozando.

(Osszesen max. 16 pont)




