BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY
ORSZAGOS DONTO, 2020. FEBRUAR 22.

MEGOLDOKULCS és JAVITASI UTMUTATO

9. osztaly | 10. osztaly 11. osztaly | 12. osztaly
1. |E D 1. |C C 1.
2. |AB C 2. |ABC D 2.
3. |BCE C 3. |]ABCDE |CDE 3.
4. |ABC BD 4. |AD AD 4.
5. |ACE AD 5. ]AB AD 3.
6. | BCD BDE 6. |[ABC BDE 6.
7. | BCE ABCDE 7. |ABC C 7.
8. |ABC BDE 8. |AC CD 8.
9. |AB AB 9. |DE D E 9.
Max.| 131+16 pont | 128+16 pont | Max.| 131+16 pont | 125+16 pont | Max.
9. osztaly 10. feladat: Legyen a 10 egymast kdveto pozitiv egészn, n+1, n+2, ..., n+9 . Ekkor a tiz szdm 0sszege:

n+(n+)+...+(n+9)=10n+45, (2 pont) és a négyzetosszegiik:
WM+ +. A (m+9) =100 +2n+4n+6n+...18n+1> +2° +...+ 9% =10n*> +90n + 285 (2 pont)

101> +90n + 285 10n* +90n+285 _ , n+2l

+4+
10n +45 10n +45
egésznek kell lennie (1 pont).

tehat a tort értéke egész (1 pont).

(2 pont), igy az n+2l
2n+9

Mivel az n pozitiv egész, ezért n+21<6n+27, azaz n+2l <3, igy csak n+2l =1 (1 pont) vagy
2n+9 2n+9
21
nrel 2 lehetséges (1 pont).
2n+9

Az elsé esetben n=12 (2 pont), a masodik esetben pedig n=1 (2 pont), valoban pozitiv egészek.
Tehat a 10 egymast kdvetd pozitiv egész az 1, 2, 3, ..., 10 (1 pont) vagy a 12, 13, 14, ..., 21 (1 pont).
(Osszesen max. 16 pont.)

10. osztaly 10. feladat: Mivel az egyenlet bal oldala mindig paros (1 pont), ezért z is paros, tehat z° biztosan oszthat6 8-
cal (2 pont). Igy 8|1+2" +3” teljesiil (1 pont). 3* 8-cal osztva csak 1-et vagy 3-at adhat maradékul (2 pont), igy 2*-
nek 8-cal osztva 6 vagy 4 maradékot kell adnia (2 pont). De 2" egy 2-hatvany, ezért e két lehet6ség koziil csak az utobbi
teljesiilhet, és ekkor x=2 (2 pont). Tehat az egyenlet 5+ 3’ =z* alakra hozhat6 (1 pont). z* 9-cel osztva 0-t, 1-et vagy
8-at adhat maradékul (2 pont), igy 3" nem lehet 9-cel oszthatd (1 pont). Tehat csak y=1 lehet (1 pont), ebbdl
2> =5+3=8, vagyis z=2 (1 pont). igy az egyenlet egyetlen megoldasa az x=2, y=1, z=2. Ettdl eltérd helyes
megoldast ezzel ardnyosan kell pontozni. (Osszesen max. 16 pont.)

11. osztaly 10. feladat: 1. megoldas: Mivel f(x)=x"+bx+c=(x—m,)(x—m,) (3 pont) és

g(x) =x*+ px+gq =(x—k1)(x—k2) (3 pont), ezért f(k1)+f(k2) =(k1 —ml)(/’cl —1712)+(k2 —ml)(k2
g(ml)+g(m2) =(m1 —kl)(m1 —k2)+(m2 —k])(m2 —kz) (2 pont). igy f(k1)+f(k2)+g(ml)+g(m2)=

= (ky —my ) (ky —my —m, + )+ (ky —my ) (ky —my —my +ky) = (k, —my —m, +k,)’ >0 (6 pont). (Osszesen max. 16 pont.)
2. megoldas: Behelyettesitéssel f(k, )+ f(k,) =kl +bk +c+k; +bk, +c=ki +k; +b(k +k,)+2c=

=(k, +k, )2 —2kk, +b(k +k,)+2c (3 pont). Ebbe a Viéte-formulabol ismert k, +k, =—p (2 pont) és kk, =g (2 pont)

—m,) (2 pont) és

értékeket beirva, azt kapjuk, hogy f(k )+ f(k,)=p* —2q—bp+2c (2 pont). Hasonl6 Giton kaphatjuk, hogy
g(ml)+g(m2) =b* —2c— pb+2q (2 pont). igy f(k1)+f(k2)+g(m1)+g(m2)=
=p>—2q—bp+2c+b*—2c—pb+2q=p> -2bp+b* = (p —b)2 >0 (2 pont). (Osszesen max. 16 pont.)




12. osztaly 10. feladat: n >4 —re, ha a lehetséges 0sszeg elsd tagja 1, akkor a tobbi tag a,_, -féle lehet (1 pont), ha az

els6 tag 3, akkor a tobbi a,_, -féle lehet (1 pont), ha pedig az elsé tag 4, akkor a tobbi a,_,-féle lehet (1 pont). Tehat
a,=a, +a, ;+a, , (1 pont)

Ezzel a rekurzios képlettel tovabb szdmolva, kapjuk, hogy a, =9, a, =15, a; =25, a, =40, a,, =64, ... és észre vehe-

t6, hogy a, =1, valamint a, =4, ami megerdsiti azt a sejtést, hogy a,, mindig négyzetszam lesz — igy a,,, is (1 pont).

Ennél azonban tobbet is belathatunk: az 1%, 22, 3%, 5%, 8%, ... sorozatban az alapok mindegyike az el6z06 két alap 6ssze-

ge. Az f,=1, f,=1, f,.,=f,a+[f, (n=1)sorozat az igynevezett Fibonacci-sorozat (2 pont).

Be fogjuk bizonyitani, hogy a,, = f 2n+1 (2 pont), és a,,., = f,.1 - f..o (2 pont). Teljes indukciot hasznalunk: n =1-re és

n=2-re az allitdas igaz, ¢és lassuk be, hogy (m+1)re 1is igaz ez a két Osszefiiggés. Ekkor

a1y = Uppoyy Ty H 0y = Lo fowa + FoaSvir = Fo o + o)+ SrirSoer = foSir + i frir = Frior (fy + Sra) =

=22 @pON) &S a5, 5 =0y, iy = fo S+ S+ i = foa (o )+ S = Sy Sy + S n =

= foin(fos1 ¥ fri2) = fuiafuss (2 pont) tehat az allitds minden n-re igaz. Ezzel azt is bebizonyitottuk, hogy a, minden

péros n-re négyzetszam, igy da,,, is az (1 pont). (Osszesen max. 16 pont.)




