BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY
KORZETI FORDULO, 2019. JANUAR 11.

MEGOLDOKULCS
9. osztaly | 10. osztaly 11. osztaly | 12. osztaly

1. | B C 1. |C C 1.
2. |B ABCDE 2. |BE ABCDE 2.
3. |AB AB 3. |AE ACE 3.
4. |BC D 4. |ABCD BCD 4.
5. |AE BCD 5. |AB AD 5.
6. | ABCDE |AE 6. |AC ABCDE 6.
7. |ACE AC 7. |ABCDE |BCE 7.
8. |BCD ABC 8. |AE CE 8.
9. |ABC ABCDE 9. |DE B 9.
10. |[ABC AB 10. | DE CDE 10.
11. |[ABC BCD 11. | E CD 11.
12. | BE B 12. | BD ABCD 12.
13.]ABCDE |ABCD 13. | B B 13.
Max. | 191+16 pont | 190+16 pont | Max.| 184+16 pont | 191+16 pont | Max.




BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY
KORZETI FORDULO, 2019. JANUAR 11.

JAVITASI UTMUTATO A 14. FELADATOKHOZ

9. osztaly:

1. megoldas: A feltételek miatt CEDF paralelogramma (2 pont), ezért CF = ED (1 pont).
Ugyanakkor a BED haromszog szabalyos (2 pont), igy BE = ED . Mindebbdl kovetkezik,
hogy BE =CF (2 pont).

Az ABE és BCF haromszogek egybevagok, mert két oldaluk és az altaluk kdzbezart szog
megegyezik (2 pont), igy CBF X = BAEX (1 pont). Mivel egy haromszdg kiilsé szdge
egyenld a nem mellette fekvd két belsé szog Osszegével, ezért az NAB haromszog kiilsé
szogére teljesiil, hogy ANF X = ABN £ + BAN £ = 60° — CBF £ + BAN X = 60° (6 pont).
(Osszesen max. 16 pont.)

2. megoldas: BE =CF -et az e¢l6z6 mddon igazoljuk (7 pont). Legyen az ABC szabalyos
haromszog kozéppontja O, majd forgassuk el O koriil 120°-kal a haromszdget (3 pont).
Ekkor az A pont B-be, a B pont C-be, a C pont pedig A-ba megy 4t, igy az AB oldal BC-be,
a BC oldal CA-ba megy at (1 pont). Mivel BE =CF , igy a forgatassal AE képe BF lesz
(2 pont). Ebbdl kovetkezik, hogy az ENF £ nagysaga megegyezik a forgatas szogével,
vagyis ENF X =120° (1 pont), igy ANF X =180°— ENF £ =60° (2 pont).

(Osszesen max. 16 pont.)
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10. osztaly:

Az egyenldtlenség felirhaté ab +bc +ca <2¢? (1 pont) vagy ab+bc+ca<c? +c? alakban. Ennek jobb oldalan az
egyik c? -et Pitagorasz tételével a’ +b?-re cserélhetjiik, igy az ab +bc +ca < a” +b* +¢? alakot kapjuk (3 pont).
Mindkét oldalt 2-vel szorozva az eredetivel egyenértékii kovetkezd allitast kapjuk: 2ab + 2bc + 2ca < 2a” + 2b? + 2¢?
(3 pont). A tagokat a jobb oldalra rendezve, majd csoportositva: 0<a’—2ab+b?+b* —2bc+c? +c? —2ca+a’
(4 pont), ami ekvivalens a 0<(a— b)2 +(b— 0)2 +(c— a)2 allitassal (2 pont).

A legutolso allitas igaz, hiszen a jobb oldalon mindharom teljes négyzet értéke nemnegativ, tovabba az utolsé két tag

biztosan pozitiv, hiszen az atfog6 nagyobb a befogoknal (2 pont). Mivel minden atalakitasunk ekvivalens volt, ezért
az eredeti, bizonyitando6 allitas is igaz (1 pont). (Osszesen max. 16 pont.)

11. osztaly:

Tekintsiik a kovetkezd atalakitasokat (ahol n tetszéleges 1-nél nagyobb egész): a,,, —a, =4a,-a,-...-a, +1—a, =
=1-a,+(a -a, -...-an_l)-an =1-a, +(a, —1)-61n =1-2a,+a’ :(l—an)2 , vagyis négyzetszam.

Az egyenl6segsor elsé harom Iépése egyenkent 4-4 pontot ¢r, az utolso két 1épés pedig egyenkent 2-2 pontot ér.

(Osszesen max. 16 pont.)
Ha egy csapat csak konkrét szamokkal kisérletezik, és igaznak talalja az allitast, arra 6sszesen 1 pontot kaphat.

12. osztaly:

A szabalyos hatszog minden bels6 szoge 120°-os (1 pont), ezért abrankon a hatszog C-nél és D-nél 1évo kiilsé szogei
60°-osak (2 pont), tehat a GCD haromszog szabalyos (1 pont). Ezaltal GC =CD =1 (2 pont), igy az ABG harom-
szogben GB =2, AB=1 é ABGx =120° (2 pont). Az AG szakasz hosszat meghatarozhatjuk a koszinusztétel segit-

ségével (2 pont): AG* =17 +2° —2-1-2-cos120°=1+4—4-(—%)=5+2=7, amibdl kovetke-

zik, hogy AG =+/7 (4 pont). ¢ D
A szerkesztés 1épései tehat: meghosszabbitjuk C-n tul BC-t, valamint D-n tal ED-t, mig az egye-

nesek metszik egymast G-ben (1 pont), majd A-t osszekotjiik G-vel, és igy megkaptuk a kivant

hosszisagii AG szakaszt (1 pont). (Osszesen max. 16 pont.)

Megjegyzés: A szamitas torténhetett volna ugy is, hogy eldszor AE-t szamoljuk ki az AEF 30°-o0s A F

hegyesszogl egyenld szarti haromszogben, majd az E-nél derékszogli AEG haromszogbdl Pitagorasz tételével szamol-
juk ki AG-t.




