BOLYAI MATEMATIKA CSAPATVERSENY — ORSZAGOS DONTO, 2015. MARCIUS 14.
MEGOLDOKULCS és JAVITASI UTMUTATO

9. osztaly | 10. osztaly 11. osztaly | 12. osztaly
1. | ABC BD 1. |C ABC 1.
2. |E BCD 2. |E CDE 2.
3. |C CDE 3. |CD CD 3.
4. |E BCE 4. |ABCD BD 4.
Max.| 54+16 pont | 59+16 pont |Max.| 56+16 pont | 58+16 pont | Max.
. . . N —X+y+z
9. osztaly 5. feladat: Vezessik bea b+c=x, c+a=y é a+b=1z jeloléseket (2 pont). Ekkor a = —
b= Xoy+z és C= Xty-z (2 pont), a bizonyitand6 egyenlétlenség pedig Xt yrz + X—y+z + X+y-z > 3
2X 2y 2z 2
alaku lesz (2 pont). Ez a kovetkezdképpen alakithatd tovabb: X* Yz + XZy+z + X+y-z >3 (2 pont),
X y z
ey 2 X 0 20 X0 Y 153 2 pont, (5+XJ+[1+5J+(5+5]26 (2 pont). Ez ut6bbi allitas pedig
X X y y z z y X zy X z

igaz, hiszen barmely pozitiv szamnak ¢s reciprokanak osszege legalabb 2 (2 pont). Mivel az atalakitasaink egyenérte-
ktiek voltak, és igaz kijelentéshez jutottunk, igy az eredeti allitas is igaz (2 pont). (Osszesen max. 16 pont.)

10. osztaly 5. feladat: a) Ha n db 2x2-es és 2015—n db 1x1-es négyzetet hasznalunk fel, akkor olyan Kk természetes
szamot kell keresniink, amelyre 4n+2015—n =k’ teljesiil (3 pont). De ez ekvivalens a 3(n+671)+2=k* feltétel-
lel, ami viszont nem lehetséges, mert egy négyzetszdm 3-as maradéka nem lehet 2 (4 pont). Tehat a két fajtabol fel-
hasznalt négyzetek egyiittes szama nem lehet pontosan 2015 (1 pont).

b) Ha n db 2x2-es és 2016 —n db 1x1-es négyzetet hasznalunk fel, akkor olyan k természetes szamot kell keresniink,
amelyre 4n+ 2016 —n=Kk? teljesiil (3 pont). Ez ekvivalens a 3n+ 2016 =k? feltétellel, amely teljesiilhet is, példaul
ha k =45 és n=3 (3 pont). Nyilvanvalo, hogy 3 db 2x2-es és 2013 db 1x1-es négyzetbdl valoban ki lehet rakni egy

45%45-0s négyzetet, példaul ugy, hogy a bal fels6 2x6-o0s téglalapot 2x2-es négyzetekbdl, a fennmarado részt pedig
1x1-esekbdl rakjuk ki (2 pont). A helyesen leirt konstrukcié énmagaban is 8 pontot ér. (Osszesen max. 16 pont.)

11. osztaly 5. feladat: Legyen a P pont AB-re esd merdOleges vetiilete T. Ekkor TNMP téglalap
(2 pont), amelynek TP-vel parhuzamos szimmetriatengelye egybeesik a kor TP-vel parhuzamos
szimmetriatengelyével. Ebbdl kovetkezik, hogy ON =OT (2 pont). Csakhogy MP = NT , és igy 4
teljesil a 2-ON =PM 0Osszefiiggés. Ugyanakkor MP|ON, ami miatt QPM« =QNO« és

QMP£L =QONL . Ezek alapjan a PQM haromszog és az NQO haromszog hasonlé (2 pont), a

hasonlosag aranya 2:1 (2 pont). Ebbdl kovetkezik, hogy 2-0Q = QM , vagyis OQ = OTM, tehat OQ = % , ahol r az

eredeti kor sugara (1 pont). gy a mértani hely egy az eredetivel koncentrikus kor (2 pont) — kivéve az AB-vel
parhuzamos ¢€s a ra merdleges atmerék Osszesen 4 vegpontjat (2 pont) —, amelynek sugara harmada az eredeti kor
sugaranak (1 pont). A helyes dbrara 2 pont jar. (Osszesen max. 16 pont.)

12. osztaly 5. feladat: frjuk n helyére rendre az 1, 2, 3 szadmokat, igy a kovetkezd egyenldségekhez jutunk: f (1) =1,
f(3)+1=f?(2) és 4f(2)+1=f?(3). (2 pont) Innen behelyettesitéssel az f*(2)—2f*(2)-4f(2)=0 egyenletet
kapjuk (2 pont), amelynek f (2) =2 megoldasa (2 pont), és mas pozitiv megoldasa nincsen (1 pont). Ebbdl pedig
f(1)=1, f(2)=2 ¢és f(3)=3. (1 pont) Innen mar megsejthetjiik, hogy f(n)=n. (1 pont) Allitasunkat teljes
indukci6 segitségével igazoljuk. Tegyiik fel, hogy minden 1<k <n esetén f(k)=k, majd lassuk be, hogy ekkor

T : 1 1 1 f(n—1)
f 1)= 1 is teljestil. (1 t) Mivel = ort
(n+ ) n+1 is teljesil. (1 pont) Mive f(l)-f(2)+f(2)-f(3)+ +f(n—1)‘f(n) f(n) , €z¢€
1 1 1 1 f(n—1) 1 f(n)
= = .2 t
-2 T2 T Ty ) Tttt fn)  fm)fnen) farn EPOM
Ez utébbi sor az indukcios feltevés alapjan: nn—l + — (ln —H) = . (nn+1) . Mindkét oldalt n- f (n —|—1)-gyel szo-

2

1 =n+1. (2 pont) Ezzel a sejtést belattuk, vagyis a kere-

rozva (n—l)- f (n+1)+1:n2, ahonnan f(n+1): n

sett figgvény f:Z* —R", f(n)=n. (2 pont) (Osszesen max. 16 pont.)




